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Problema n° 1 - 15/10/2003

Testo del problema

Verifichiamo che siamo in un caso degenere perché c¢’e¢ un vincolo che e ri-
dondante.

T <1
To <1
F.C. 1 >0
z9 >0
rp+ g <2

Soluzione

Per trovare i vertici passo dalla FC alla F'S ed introduco le variabili slack.

(l'l—i—l'g:l _331_
To+ x4 =1 1 01 0 0 To 1
F.S. 1+ a0+ 15=2 m 01 0 1 0 r3| =
z; >0 1 1 0 0 1 T4 )
| con 1=1.Nincui N =5 | %5 |

Adesso vediamo quanto vale il numero di basi che posso trovare:
N N! 5!
Basi < = = =10
#Basi < (m) mI(N —m)!l 312!

Adesso possiamo trovare tutti i vertici del politopo. Le basi che ottengo sono
quelle per le colonne:

1-2-3 1—2—4' 1-2-5 ' 2-4-5 ' 2-3 4'
B)

2-3-5 3-4-5 1-3-4 1-3- -

1-4 5'

—_



l’lz].
1’2:1
1'3:()
1'1:1
IQZ].
1’4:0
1’1:1
ZL’QZ]_
SL’5:O

—  NON AMMISSIBILE

— 4 riga + 5 riga = 2 riga — sono dipendenti — 2-4-5 non e base

1-2-3

Igzl
1’5:0

—

— O O

3-4-5

ZE3:1
.T4:1
[E5:2

S — O

S — O



—_ o =

=

i )

o = O

o

—

00 1 1 2
1 0 -1 1l =1 -1 NON AMMISSIBILE
0 1 0 92 1
3 riga + 5 riga = 1 riga — sono dipendenti — 1-3-5 non e base
1 0 0 1 1 r1 =1
— 0O 1 0 1] =11 — e =1
-1 01 2 1 z5 =1



Problema n° 2 - 15/10/2003

Trovare 1 vertici di:

$1—l’2§1
—$1+I’2§1
xlz()

T9 >0 /

troduco le variabili slack:

In-

x1

1‘1—$2+l’3:1

T
—x1+x+ay=1 1 -1 1 0 zy | |1
2 >0 Yl 1 01 s | |1
coni=1.Nincui N =4 T4
. N 4! 4!
Se # di basi e (m) = 24— )] = 501 =6
Le basi che ottengo sono quelle per le colonne:
1-2 ' 1-3 ' 1-4 ' 2-3 ' 2-4 ' 3-4 '
1-2
[ _11 _1 ] — la 1% colonna e la 2% sono dipendenti ——  1-2 non e base
1-3



1 0
-1 01
-1 1
10
2-4
o]t
1 1
3-4
1 0
0 1

Riassumendo in tabella:

21 | ws | s | 2|

o]f1] _[1
L[] |2
111 ] [1
1] 1]

= { -1 } NON AMMISSIBILE

1-2 singolarita

1-3]-1 10 | 0| 2 | non ammissibile
41002

23/ 01]2]0

241 0 | -1] 0 | 2 | non ammissibile
3410011

in cui si ripropone il disegno del dominio:




Problema n° 3 - 15/10/2003
Problema dei trasporti

m
@) :g o; — offerta complessiva
i

n
D= Z d; —— domanda complessiva
J

Se D<0 —— problema ammissibile
Se D=0 —— problema bilanciato

Devo dimostrare che ogni problema ammissibile ha come soluzione la stessa
di un opportuno problema bilanciato.

Dimostrazione

D <0 —— problema ammissibile

Introduco un nodo destinazione fittizio a cui associo archi entranti di peso
nullo; inoltre associo a tali flussi un costo nullo (¢; 41 = 0).

Nel nodo m+1 ho la domanda d,, 1 rappresentata dalla quantita O — D, cioe
introduco il nodo al solo scopo di ottenere O = D poiché avendo costi nulli
non modifico la funzione obiettivo; quindi se risolvo il problema ammissibile
che ¢ shilanciato risolvo anche il problema bilanciato aggiungendo un nodo
fittizio.



Problema n° 4 - 18/10/2003

Sia Ao m X n rank(A) =m < n.
Considera:

min [[el[,
T,€

ceR” zeS={r:Ar—b=¢}

Per p = 2, questo e il problema dei minimi quadrati.

Dimostrare che '
min| el

)

ecR", z€f
¢ un problema di PL e ridurlo in FC.

Suggerimento Ricorda che:
S /
. . 1
lello = Jim_[lelly = lim (D leif?) " = max e
i=1

Svolgimento Osserviamo che € & un vettore con:

Se faccio
max |¢;|
1

ho il problema di esprimere il maz in R3.

Allora considero un intervallo [—a, a] simmetrico rispetto lorigine e lo re-
stringo fino a toccare la pit grande componenete e;, cioe

max le;] = _gr%%i};a{a}
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Appena trovo il piu grande |¢;|, trovo il piu piccolo intervallo [—a,a] che
contiene tutte le componenti di €.
Allora il problema totale diventa:

min(mina) = min{a} =
* *

= —[max(—a)] in forma canonica
kk

In cui:

T, €

T, €

’ Ar <e+b

* = —a<e¢<a * % =

—Arx < —€e—-1b

Ar —b=c¢
—a<¢eg<a



Problema n° 5 - 21/10/2003
Problema del taglio

Dati

e rotolo largo 16ft e lunghezza infinita
e si riceve il seguente ordine:

- 200 rotoli larghi 3ft;
- 50 rotoli larghi 4ft;
- 150 rotoli larghi 5ft;

Voglio minimizzare il numero di rotoli larghi 16ft da utilizzare per soddisfare
I’ordine.

Svolgimento

Sia

n = numero di tagli di larghezza 3ft;

m = numero di tagli di larghezza 4ft;

1 = numero di tagli di larghezza 5ft.

Quindi, n, m e [ sono numeri interi; le limitazioni su m, n e [ sono:

0<n<5h
0<m<4
0<I<3



Inoltre, limite superiore ed inferiore per la somma dei tagli sono:

3n+4m + 51 < 16
14 < 3n + 4m + 5l

Per la risoluzione del mio problema genero una matrice in Matlab in cui
conservo tutte le possibili terne (n,m, ) che posso ottenere (eliminando pero
tutte le terne (n,m,!) che non hanno significato), evidenziando nelle prime
3 colonne la terna (n.m.l), e nell’'ultima lo scarto che ottengo, cioe (16 — k),
in cui k = 3n+ 4m + 5l.

Tramite il codice Matlab seguente:

TAB=[];
for n=0:5
for m=0:4
for 1=0:3
k=3*n+4*m+5%1;
if k<=16 & k>=14
TAB=[TAB; [n,m,1,16-k]];
end
end
end
end

ottengo:

TAB =

TR W NN = O OO
O O N O WN KR —~O
OO ORFRINOF,ONW
— ONNEFR O~ OON
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Il problema in esame ¢ un problema di PL ed abbiamo il seguente sistema:

minf’ X
AX > B
X>0

La funzione Matlab che utilizziamo per la risoluzione del sistema ¢ la seguen-
te:

X=LINPROG(f,A,b) solves the linear programming problem:

min f’*x subject to: Axx <=Db
X

Nel nostro caso i vincoli sono disequazioni del tipo >, quindi devo adattarle
alla sintassi della funzione citata e, quindi, il sistema dev’essere trasformato
nel seguente:

minft X
- AX < -B
X >0
in cui:
[0 0 3]
0 1 2
0 4 0
1 2 1
1 3 0 150
AT= 1|2 0 2 B=| 50 =l 1 1}
2 1 1 200 colonne di A
2 2 0
3 0 1
4 1 0
| 5 0 0 |
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Ottengo la soluzione:

0.0000
0.0000
2.7106
13.3288
0.0000
X = | 68.3356
0.0000
0.0000
0.0000
12.5000
0.0000

Si evidenzia che pensare di perturbare la funzione obiettivo per ottenere
soluzioni intere (vedi pagina 15) non ha senso poiché la matrice A non &

TUM.
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Problema n° 6 - 23/10/2003
Turni in ospedale

Dati

Un ospedale lavora su 6 turni di 4 ore ciascuno; i requisiti minimi di presenza
medica sono riassunti nella tabella seguente.

turno | orario | n° medici
1° 0-4 4
2° 4-8 7
3° 8-12 9
4° 12-16 12
5° 16-20 8
6° 20-24 6

Ipotizziamo che ogni medico puo entrare solo all’inizio di un turno e resta in
servizio 8 ore consecutive; il problema ¢ conoscere il numero minimo di medici
che deve assumere 1'ospedale per soddisfare i requisiti minimi di presenza.
Ogni medico puo entrare solo all’inizio di un turno e resta in servizio 8 ore
consecutive; il problema ¢ conoscere il numero minimo di medici che deve
assumere 'ospedale per soddisfare i requisiti minimi di presenza

Svolgimento
Sia

z; numero di medici che inizia a lavorare nel turno .

13



I vincoli sul numero minimo di medici per turno e:

(21426 > 4
T+ a9 >7
To+x3>9
T3+ x4 > 12
Ty+T5 > 8

L Z5 + 26 > 6

Il problema di PL e il seguente:

AX > B

n cui:
1 0 0 0 0 17 [ 4 ]
1 1 0 0 0 O 7

10 1 1 0 0 0 B 9 T

A=1o 01100 B=1 19 U P T
00 0 1 1 0 8 colonne di A
_0 0 0 0 1 1_ _6_

La funzione Matlab che utilizziamo per la risoluzione del sistema ¢ la seguen-
te:

X=LINPROG(f,A,b) solves the linear programming problem:

min f’*x subject to: Axx <='Db
X

Nel nostro caso dobbiamo minimizzare il numero di medici, ma i vincoli sono
disequazioni del tipo >, quindi devo adattarle alla sintassi della funzione
citata e, quindi, il sistema dev’essere trasformato nel seguente:

I parametri che passiamo alla funzione linprog sono i seguenti:

14



linprog(f,-A,-B,[]1,[],1b)

in cui [b = rappresenta il lower bound del dominio delle soluzioni.

o O O o O

La funzione restituisce i seguenti valori:

[2.8195]
4.1805
6.2315
5.7685
3.4541

| 2.5459

Notiamo che vorremmo ottenere delle soluzioni intere poiché ciascuna com-
ponente del vettore delle soluzioni rappresenta il numero di medici impiegati
tra due turni consecutivi; poiché la matrice A ¢ TUM, possiamo ottenere va-
lori interi perturbando la funzione obiettivo attraverso queste semplici linee
di codice:

Perturb=[rand(1,6)]*0.001;
f=f+Perturb;

ottenendo cosi i seguenti valori:

[2.00]
5.00
4.00

8,00
0.00

[ 6.00,

Perturbando nel verso opposto otteniamo l'altro vertice del politopo che e
ugualmente soluzione accettabile per il nostro problema:

Perturb=[rand(1,6)]*0.001;
f=f-Perturb;

15



ottenendo cosi i seguenti valori:

[7.00 ]
0.00
10.00

M 900
6.00

0.00 |

E evidente che il turno con maggiore presenza di medici e il 4° poiché e quello
in cui si richiede un requisito di presenza maggiore rispetto gli altri.

Si richiedeva successivamente la risoluzione del problema duale, in cui:

6
. . . T
min Y x; =minf' X
i=1

PRIMALE —
—AX < -B
6
DUALE max ZZI y; = max — BTX

— ATy > f7

Risolvendo il duale tramite la gia citata funzione linprog, otteniamo i se-
guenti risultati:

0.00
1.00
0.00
1.00
0.00

| 1.00

Y;Znt =

L’interpretazione di ciascuna riga e la seguente: il numero di medici di cui
dobbiamo incrementare ciascun turno quando la rispettiva componente del-
la matrice dei termini noti del primale & perturbata di una unita; infatti,
secondo la teoria le variabili duali c¢i danno una stima della sensibilita del
problema primale alla perturbazione dei vincoli.
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Problema n° 7 - 4/11/2003

Minimizzare la seguente funzione:

(minJ: J

J = (33'0 +U0)2 + ($1 + U1)2 +£K%
T1 = To — Ug

To = 2x1 +Uq

L Zo ¢ noto

tradizionale

Cr2 2 2 2 2
min{zg + ug + 2xoup + 7 + uj + 2v1u1 + 5} =
uo,u1

= MMy, (To — u0)? + (w0 — ug + 1u1)* + (210 — 2up + up)?}

oJ

87 = —2(230 — Uo) — 2(230 — Ug + U1> — 4(2&30 — 2U(] -+ Ul) =0
0

0J

2 = 230 — up 4+ w1) + 2(220 — 2ug + wy) = 0

8u1

— 2(CE0 — uo) — Q(ZEO — Ug —|-U1) =0
2(1’0 — Ug + Ul) + 2(21’0 — 2U0 + Ul) =0

o — ug + uyp + (229 — 2ug +uy) =0

u; =0
ZEOZ’&O

xo arbitrario —— g arbitrario

{$0—U0—|—(21‘0—2U0+U1):0

i =0
g = xo arbitrario
T1 = To — Ug arbitrario

T9 = 2x1 + 0 = 22, arbitrario

17



. 2 2 2 2 2
min{zy + ug — 2zoug + 27 + Uy + 27101 + 5 }
TV

TV
t=0 t=1 t=2

Jo = a3 = J,
Jy = min{(z + w)? + o} =

= H&lln{(xl +up)? 4 as} =

= min{(z; + u1)? + (221 + u1)?}
2(xy +1;11) + 22214+ u;) =0

Uy = _%xl
3 3
Ji= (21— =21)? + (20, — =) =
2 2
1 1 1

Jo = min{(zo 4 ue)?> + J;} =
uo
) 1
= min{(z¢ + uo)? + 5313%} =
uo

1
= min{(zo + u0)2 + 5(960 — UO)Q}
uo
2(:130 + Uo) — ($0 + UO) =0

ﬂoz—%{l]o
(. 1
UO:_gafO
i3
Uy = 2.%1
+1
T1=29g— Uy =X ;%0 = 3%
1 0 0 0 3 0 3 0
2 3
To =221 + U = 2(5370) + (_5551) =
4 3 4 2
:2 — — =\ = - =
| =20Gm0) + [5G = 3w

18



Problema n° 8 - 12/11/2003
Drift esogeno

d; ¢ un disturbo costante di cui conosco il valore esatto ad ogni istante ¢,
quindi in realta e un dato del problema con:

xt+1 = AIt + But + dt
yr = Cay

Tramite un’opportuna trasformazione di variabili devo ricondurre il problema
ad un problema di inseguimento di traiettoria o traking. Considero:

{JZ [lel* + [lul %

jzminJ:min{He||2+ ||u||2R}

{yd:O
con
y=e€

Risolvo il problema in tre parti:

1. costo rimanente all’ultimo stadio

t="T

JT = x% CTC rT = JT(l’T)
Qr

AAllora

Jr = x%QTIT = jT(xT>

2. ipotesi induttiva

st = Qy
Jy = sl suwy + pewy + g con § pr=0
qgr =0
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3. equazione di Bellman
jt =min {wt + jt+1} =

1 1

. T T T

= min {5% Qe + §Ut DUy + Ty 181410141 + P41 Te41 + Gig1 }
Ut A\ J/

Jint
poiché so che z;,1 = Axy + Bu, + d;
1 1
=min {E.CU;F[Qt + AT$t+1A]fEt + §U3[R + BT3t+1B]Ut+

+ UZ[BTSt+1AIt + ??ATSt_i_ldt + pt+1A$E+

costante
+ }LtTBTStHdt + pt+1Bu5+ + Ei?St-i-l + pt+1d§}

costante costante

.ol 1
= qulln {ix?[Qt -+ ATSt+1A].Tt + §U?[R —+ BTStJrlB]Ut—i-

+ uz[BT8t+1A$t + [dt8t+1A + pt+1A]£L't+
+ [dys{y B+ pr Blur + df sy + pyady

e minimizzando rispetto ad w;
[R + BTSt+1B]Ut + [BTS,H_lA]It + BS?+1dt + pt+lB = 0
quindi

ﬁt = —[R + BTSt+1B]_ BTSt+1A]ZEt + BS{+1dt + pt+1B}

1{[
= —[R+ B"s11B] "' B [sp1 Ay + seqade + pria

¢ la vecchia s¢41
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